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Àññîöèàòèâíîå êîëüöî

Îïðåäåëåíèå êîëüöà

Àññîöèàòèâíîå êîëüöî � ýòî ìíîæåñòâî ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè:
ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. Ïî ñëîæåíèþ îíî îáðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó, ò.å.
âûïîëíèìà îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ. Îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ
ñâÿçàíû çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè:

a · (b + c) = a · b + a · c .

Â àññîöèàòèâíûõ êîëüöàõ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ àññîöèàòèâíà:

a(bc) = (ab)c .

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîììóòàòèâíûå êîëüöà, â êîòîðûõ
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êîììóòàòèâíà: ab = ba.



Àëãåáðà

Îïðåäåëåíèå àëãåáðû

Àëãåáðà � ýòî êîëüöî ïëþñ îäíîâðåìåííî è ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä íåêîòîðûì ïîëåì.

Ïðèìåðû àññîöèàòèâíûõ àëãåáð: àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì (ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ,
âåùåñòâåííûõ, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë); àëãåáðà ìàòðèö ðàçìåðà n × n íàä
ïîëåì (ýòî íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà).



Èäåàë

Îïðåäåëåíèå èäåàëà

Èäåàëîì â êîëüöå/àëãåáðå R íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöî I ⊆ R, êîòîðîå âûäåðæèâàåò
óìíîæåíèÿ íà ëþáûå ýëåìåíòû êîëüöà:

∀x ∈ R, i ∈ I xi ∈ I .

Òîò ôàêò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî I ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â R, îáîçíà÷àåòñÿ êàê I C R.

Â íåêîììóòàòèâíîì êîëüöå ðàçëè÷àþò ëåâûå, ïðàâûå è äâóñòîðîííèå èäåàëû,
âûäåðæèâàþùèå óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû êîëüöà ñëåâà, ñïðàâà è ñ îáåèõ ñòîðîí;
äëÿ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ýòè ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò.
Ïðèìåðû èäåàëîâ: â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë Z ýòî ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, êîòîðûå
äåëÿòñÿ íà ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî m:

mZ = {mn, n = 0,±1,±2, . . . }.

Â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ F [x ] îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä ïîëåì F ëþáîé èäåàë
òàêæå ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà ôèêñèðîâàííûé
ìíîãî÷ëåì g ∈ F [x ]:

I = gF [x ].

Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë è êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿþòñÿ

êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ: ëþáîé èäåàë â íèõ ïîðîæäàåòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì.



Îïðåäåëåíèå ôàêòîðêîëüöà

Ïóñòü â êîëüöå/àëãåáðå R åñòü èäåàë I C R . Òîãäà ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ôàêòîðêîëüöî/ôàêòîðàëãåáðó R/I . Åå ýëåìåíòàìè
ÿâëÿþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòîâ êîëüöà ïî îòíîøåíèþ

x ∼ y ⇔ x − y ∈ I .

Ïðèìåð: êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m åñòü ôàêòîðêîëüöî êîëüöà
öåëûõ ÷èñåë Z ïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòîì m ∈ Z:

Zm = Z/mZ.

Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì F åñòü
ôàêòîðàëãåáðà àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïî
íåêîòîðîìó èäåàëó:

A = F 〈a1, . . . an〉 ∼= F [x1, . . . xn] C I .



Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î êîíå÷íîñòè áàçèñîâ

Â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì
F [x1, x2, . . . , xn] ëþáîé èäåàë ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìå Ãèëüáåðòà î êîíå÷íîñòè áàçèñîâ ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ
èíòåðïðåòàöèþ. Ïóñòü ìû èìååì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó
ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ:

gi (x1, . . . , xn) = 0, gi ∈ F [x1, x2, . . . , xn],

ãäå i ïðîáåãàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ. Òîãäà â ýòîé ñèñòåìå
ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíóþ
èñõîäíîé ñèñòåìå.
Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé âñåãäà
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èäåàë â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ, ïîðîæäåííûé
ëåâûìè ÷àñòÿìè óðàâíåíèé. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû áóäåò
ñîâïàäàòü ñ ìíîæåñòâî íóëåé ýòîãî èäåàëà, ò.å. íàáîðàìè ÷èñåë
x0, . . . , xn, íà êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû èäåàëà îáðàùàþòñÿ â íîëü.



Àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

Îïðåäåëåíèå

Àôôèííûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
ðåøåíèé ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé îò íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ìíîæåñòâî êîðíåé íåêîòîðîãî
èäåàëà I C F [x1, x2, . . . , xn].

Ïîíÿòèå àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ îáîáùàåò êðèâûå è
ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà, çíàêîìûå íàì ïî êóðñó àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè.



Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î íóëÿõ

Çàìå÷àòåëüíàÿ Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î íóëÿõ èìååò íåñêîëüêî
ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëèðîâîê, äàäèì ñíà÷àëà íàèáîëåå ïðîñòóþ è â òî
æå âðåìÿ íàèáîëåå âàæíóþ ôîðìóëèðîâêó.

Ïåðâûé âàðèàíò òåîðåìû Ãèëüáåðòà î íóëÿõ

Ïóñòü I C C[x1, x2, . . . , xn] � ñîáñòâåííûé èäåàë â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ
îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C, îòëè÷íûé
îò âñåãî êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ:

I 6= C[x1, x2, . . . , xn]⇔ 1 6∈ I .

Òîãäà èäåàë I èìååò êîðåíü, ò.å. àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå, ñîîòâåòñòâóþùåå èäåàëó I , íå ïóñòî.



Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî âàðèàíòà òåîðåìû Ãèëüáåðòà î íóëÿõ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ñíà÷àëà ïîãðóæàåì èäåàë I â ìàêñèìàëüíûé
ñîáñòâåííûé èäåàë M: 1 6∈ M, I ⊆ M. Ôàêòîðàëãåáðà
K = C[x1, . . . , xn]/M ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, è ýëåìåíò (x̄1, . . . , x̄n) ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì èäåàëà I â ïîëå K . Îñòàëîñü òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî K = C. Ýòî
ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðóþ ìû ïðèâåäåì
áåç äîêàçàòåëüñòâà (îíî îñíîâàíî íà ðàññìîòðåíèè àëãåáðàè÷åñêèõ
ðàñøèðåíèé ïîëåé, åå äîêàçàòåëüñòâî âîñõîäèò åùå ê Ãàóññó).

Òåîðåìà

Ïóñòü A � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäàëãåáðà íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì
K . Ïóñòü àëãåáðà A è ñàìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Òîãäà A

êîíå÷íîìåðíà êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K , ò.å ïîëå A

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ K .

Ïîñêîëüêó ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, ó íåãî íå
áûâàåò êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé, ò.å. â óñëîâèè òåîðåìû, åñëè K = C, òî
A = K .



Âîçâðàùàÿñü ê äîêàçàòåëüñòâó ïåðâîãî âàðèàíòà òåîðåìû Ãèëüáåðòà,
èìååì

I ⊆ M C C[x1, . . . , xn], M � ìàêñèìàëüíûé èäåàë,
C[x1, . . . , xn]/M ∼= C ïî óêàçàííîé òåîðåìå,
(x̄1, . . . , x̄n) ∈ C[x1, . . . , xn]/M � êîðåíü èäåàëà I .

Òåïåðü ïðèâåäåì è äîêàæåì òðàäèöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû
Ãèëüáåðòà î íóëÿõ.



Òðàäèöèîííûé âàðèàíò òåîðåìû Ãèëüáåðòà î íóëÿõ

Ïóñòü I C C[x1, x2, . . . , xn] � ñîáñòâåííûé èäåàë â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ
îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íà ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïóñòü
f ∈ C[x1, . . . , xn] � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(i) ìíîãî÷ëåí f îáðàùàåòñÿ â 0 íà âñåõ êîðíÿõ èäåàëà I ;

(ii) íåêîòîðàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f ïðèíàäëåæèò èäåàëó I :

∃m ∈ N : f m ∈ I .

Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Rad(I ) = {f : f m ∈ I äëÿ íåêîòîðîãî m}
íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëîì èäåàëà I . Èç òåîðåìû Ãèëüáåðòà ñëåäóåò, ÷òî
ðàäèêàë èäåàëà I � ýòî â òî÷íîñòè èäåàë, ñîîòâåòñòâóþùèé
àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ, çàäàííîìó èäåàëîì I .



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ãèëüáåðòà î íóëÿõ

Èç òîãî, ÷òî f m = 0, âûòåêàåò, ÷òî è f = 0, òàê ÷òî èç âòîðîãî óñëîâèÿ
ñëåäóåò ïåðâîå. Íåòðèâèàëüíàÿ ÷àñòü òåîðåìû ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå
èìïëèêàöèè (i)→(ii).
Ïóñòü èäåàë I ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ
g1, . . . , gk ∈ I . Äîáàâèì ê êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ åùå îäíó ïåðåìåííóþ y è
ðàññìîòðèì èäåàë J ∈ C[x1, . . . , xn, y ], ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíàìè

J = Ideal(g1, . . . , gk , 1− yf ).

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû ìíîãî÷ëåí f îáðàùàåòñÿ â íîëü íà îáùèõ
êîðíÿõ ìíîãî÷ëåíîâ g1, . . . , gk ∈ I , ó èäåàëà J êîðíåé íåò. Çíà÷èò, ïî
ïåðâîìó âàðèàíòó òåîðåìû Ãèëüáåðòà, J ñîâïàäàåò ñî âñåì êîëüöîì
ìíîãî÷ëåíîâ, ò.å. 1 ∈ J. Èìååì:

1 = g1u1 + · · ·+ gkuk + (1− yf )v , ui , v ∈ C[x1, . . . , xn, y ].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, y

è ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî y = f −1. Ïîëó÷èì



1 = g1ũ1 + · · ·+ gk ũk , ũi = ui |y=f −1 .

Ýëåìåíòû ũi ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ îò
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, ãäå â çíàìåíàòåëÿõ ñòîÿò ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f .
Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíàÿ èç ýòèõ ñòåïåíåé. Äîìíîæèâ ðàâåíñòâî íà
f m, ïîëó÷èì óæå ðàâåíñòâî íå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé, à ìíîãî÷ëåíîâ:

f m = g1w1 + · · ·+ gkwk , wi = f mũi .

Òåîðåìà äîêàçàíà.



Áàçèñ Ãð�eáíåðà èäåàëà

Ðàññìîòðèì àëãåáðó ìíîãî÷ëåíîâ F [X ] îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ;
÷åðåç X ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, X = {x1, x2, . . . , xn}.
Óïîðÿäî÷èì ìîíîìû ëåêñèêîãðàôè÷åñêè: ó äâóõ ìîíîìîâ ñðàâíèâàåì
ñíà÷àëà èõ ñòåïåíè ïî x1, åñëè îíè ðàâíû, ïî x2 è ò.ä. Íàïðèìåð,

x31 x2 > x21 x
5

3 , x1 > x32 .

Òàêîé ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì. Ïðèìåíÿåòñÿ
åùå îäíîðîäíûé ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê, êîãäà ñíà÷àëà
ñðàâíèâàþòñÿ ñòåïåíè ìîíîìîâ è òîëüêî ïîòîì ìîíîìû ðàâíîé
ñòåïåíè ñðàâíèâàþòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè, à òàêæå è äðóãèå ïîðÿäêè.
Âñå óïîðÿäî÷åíèÿ ìîíîìîâ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îáðûâà

óáûâàþùèõ öåïåé: íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé ñòðîãî óáûâàþùåé
öåïî÷êè ìîíîìîâ u1 > u2 > u3 > . . . .
Ïðè çàôèêñèðîâàííîì ïîðÿäêå ìîíîìîâ ó êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà p

ìîæíî âûäåëèòü ñòàðøèé ìîíîì lm(p) (îò ñëîâ leading monomial),
íàïðèìåð

lm(x31 x2x3 − x21 x
4

2 + x73 ) = x31 x2x3.



Ïóñòü I C F [X ] � èäåàë â àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ. Ïóñòü p ∈ I � ìíîãî÷ëåí,
ïðèíàäëåæàùèé èäåàëó, ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Ïðåäñòàâèì åãî â
âèäå

p = u − v , ãäå u � ñòàðøèé ìîíîì p.

Òîãäà â ôàêòîð-àëãåáðå A = F [X ]/I ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

u ≡ v (mod I ).

Òàêèì îáðàçîì, â ôàêòîð-àëãåáðå A ýëåìåíò u ìîæíî çàìåíèòü íà v .

Ïîñêîëüêó ñòàðøèé ìîíîì ìíîãî÷åëà v ñòðîãî ìåíüøå u, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â

íåêîòîðîì ñìûñëå ìíîãî÷ëåí v óñòðîåí ïðîùå, ÷åì u.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f = u − v � ìíîãî÷ëåí îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ãäå u � åãî
ñòàðøèé ìîíîì. Ïóñòü w � íåêîòîðûé ìîíîì, êîòîðûé äåëèòñÿ íà u.
Ðåäóêöèåé red(w , f ) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå àëãåáðû
ìíîãî÷ëåíîâ â ñåáÿ, êîòîðîå â ëþáîì ìíîãî÷ëåíå çàìåíÿåò ìîíîì
w = su íà ìíîãî÷ëåí sv :

red(w , f ) : w = su 7→ sv .



Ïóñòü èäåàë I C F [X ] ïîðîæäàåòñÿ ñèñòåìîé ïîëèíîìîâ
J = {f1, f2, . . . , fk}. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ
ðåäóêöèé red(w , fi ) äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ fi ∈ J. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí p ∈ F [X ]
òàêèìè ðåäóêöèÿìè ïðèâîäèòñÿ ê ôîðìå p̃, â êîòîðîé âñå ìîíîìû,
âõîäÿùèå â åãî çàïèñü, íå äåëÿòñÿ íè íà îäèí èç ñòàðøèõ ÷ëåíîâ
ìíîãî÷ëåíîâ fi ∈ J. Ìíîãî÷ëåí p̃ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé

ìíîãî÷ëåíà p.

Îïðåäåëåíèå

Ñèñòåìà ïîëèíîìîâ J = {f1, f2, . . . , fk} ⊂ I íàçûâàåòñÿ áàçèñîì

Ãð�eáíåðà èäåàëà I C F [X ], åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà p ∈ F [X ] åãî
íîðìàëüíàÿ ôîðìà p̃ åäèíñòâåííà, ò.å. íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì
ïîðÿäêå âûïîëíÿëèñü ðåäóêöèè ïðè ïðèâåäåíèè p ê íîðìàëüíîé
ôîðìå.

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå: J ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãð�eáíåðà èäåàëà I

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà g ∈ I åãî
íîðìàëüíàÿ ôîðìà ðàâíà íóëþ: g̃ = 0.



Ïóñòü ìû èìååì ñèñòåìó ïîëèíîìîâ J = {f1, f2, . . . , fk}. Äëÿ êàæäîé
ïàðû ïîëèíîìîâ f , g ∈ J ìîæíî ðàññìîòðåòü òàê íàçûâàåìûé
s-ïîëèíîì, èëè çàöåïëåíèå. Ïóñòü f = u1 − v1, g = u2 − v2, ãäå u1, u2
� ñòàðøèå ìîíîìû. Ïóñòü u � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ìîíîìîâ
u1, u2, ò.å. u = s1u1 = s2u2. Òîãäà

s(f , g) = s1v1 − s2v2.

Êðèòåðèé áàçèñà Ãð�eáíåðà (áðèëëèàíòîâàÿ ëåììà)

Ñèñòåìà ïîëèíîìîâ J = {f1, f2, . . . , fk} ⊂ I ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãð�eáíåðà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû ïîëèíîìîâ f , g ∈ J èõ
çàöåïëåíèå s(f , g) ðåäóöèðóåòñÿ ê íóëþ.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî èäåàëà I C F [X ] ìîæåò áûòü ïîñòðîåí êîíå÷íûé
áàçèñ Ãð�eáíåðà.

Íà÷èíàåì ñ ëþáîé ñèñòåìû ïîëèíîìîâ J, ïîðîæäàþùåé èäåàë I . Åñëè
êàêîé-òî s-ïîëèíîì íå ðåäóöèðóåòñÿ ê íóëþ, òî ìû äîáàâëÿåì åãî
íîðìàëüíóþ ôîðìó ê ñèñòåìå ïîëèíîìîâ J. Ðàíî èëè ïîçäíî ýòîò
ïðîöåññ îáîðâåòñÿ.



Âû÷èñëåíèÿ áàçèñîâ Ãð�eáíåðà â SageMath

Â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè SageMath îñîáåííî ï�oëíî è
óäîáíî ðåàëèçîâàíû àëãåáðàè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãèå
çàäà÷è èç êîììóòàòèâíîé àëãåáðû è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìîæíî
ðåøàòü, âû÷èñëÿÿ áàçèñû Ãð�eáíåðà èäåàëîâ â àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ îò
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
Äëÿ çàäàíèÿ àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ â Sage íàäî óêàçàòü îñíîâíîå ïîëå,
÷èñëî è èìåíà ïåðåìåííûõ, à òàêæå ïîðÿäîê íà ìîíîìàõ
(ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé, îäíîðîäíûé ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé è äð.).
Íàïðèìåð, ñëåäóþùàÿ êîìàíäà îïðåäåëÿåò R êàê êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îò ïåðåìåííûõ x , y , z ñ
ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì íà ìîíîìàõ:

sage: R = PolynomialRing(CC, "x, y, z", order="lex")

sage: R

Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over Complex Field

with 53 bits of precision



Çäåñü ÑÑ � ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë; âàðèàíòû QQ � ðàöèîíàëüíûå, RR �
âåùåñòâåííûå, AA � àëãåáðàè÷åñêèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Âìåñòî ñòðîêè ñ èìåíàìè ïåðåìåííûõ ìîæíî óêàçàòü ïðåôèêñ è êîëè÷åñòâî
ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð

sage: R = PolynomialRing(CC, 3, "x", order="lex")

sage: R

Multivariate Polynomial Ring in x0, x1, x2 over Complex Field

with 53 bits of precision

Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ñïèñîê èëè êîðòåæ â ñòèëå Python'à ñ èìåíàìè
ïåðåìåííûõ:

sage: R = PolynomialRing(CC, 3, ["x0", "x1", "x2"], order="lex")



Èìåíà ïåðåìåííûõ � ýòî ïðîñòî áóêâû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïå÷àòè.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûì, ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü ìåòîä gens() êëàññà PolynomialRing, êîòîðûé âîçâðàùàåò
êîðòåæ ìíîãî÷ëåíîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ýòè ïåðåìåííûå. Ìåòîä gen(i)
âîçâðàùàåò ìíîãî÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé i-é ïåðåìåííîé:

sage: R = PolynomialRing(CC, 3, "x", order="lex")

sage: R.gens()

(x0, x1, x2)

sage: x0 = R.gen(0)

sage: type(x0)

<class 'sage.rings.polynomial.multi_polynomial_element.

MPolynomial_polydict'>

Ìîæíî â îäíîé ñòðîêå îïðåäåëèòü èìÿ êîëüöà R è ïîðîæäàþùèõ åãî
ïåðåìåííûõ x0, x1, x2:

sage: R.<x0, x1, x2> = PolynomialRing(CC, 3, "x", order="lex")



Ïîñëå òîãî, êàê îïðåäåëåíû ìíîãî÷ëåíû, ïðåäñòàâëÿþùèå ïåðåìåííûå,
ìîæíî çàïèñûâàòü ëþáûå ìíîãî÷ëåíû îò ýòèõ ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóÿ
îïåðàöèè +, -, *, à òàêæå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ^:

sage: R.<x0, x1, x2> = PolynomialRing(CC, 3, "x", order="lex")

sage: f = (x0 - 1)^2 + (x1 - 2)^2 + (x2 + 1)^2 - 100

sage: g = (x0 + 1)^2 + (x1 + 3)^2 + (x2 - 1)^2 - 64

sage: h = x0 + x1 + x2

Ôóíêöèÿ ideal âû÷èñëÿåò èäåàë, ïîðîæäåííûé íàáîðîì ìíîãî÷ëåíû, åå
àðãóìåíòàìè ìîãóò áûòü ëèáî ìíîãî÷ëåíû, ïåðå÷èñëåííûå ÷åðåç çàïÿòóþ,
ëèáî ñïèñîê èëè êîðòåæ. Äâå ñëåäóþùèå ñòðîêè ýêâèâàëåíòíû:

sage: I = ideal(f, g, h)

sage: I = ideal([f, g, h])

Ìåòîä I.groebner_basis() âû÷èñëÿåò áàçèñ Ãð�eáíåðà èäåàëà I :

sage: J = I.groebner_basis()

sage: J

[x0 + 2.33333333333333*x2 - 6.83333333333333,

x1 + (-1.33333333333333)*x2 + 6.83333333333333,

x2^2 + (-5.93243243243243)*x2 + 1.58783783783784]



Îòìåòèì, ÷òî, âû÷èñëèâ áàçèñ Ãð�eáíåðà J èäåàëà I , ìû â äàííîì ñëó÷àå
ñðàçó ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî I èìååò ðîâíî 2 âåùåñòâåííûõ êîðíÿ (êîðíè � ýòî
òî÷êè 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà). Ïîñëåäíèé ìíîãî÷ëåí èç J � ýòî
êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí, çàâèñÿùèé òîëüêî îò ïåðåìåííîé x2 è èìåþùèé 2
âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Ïîäñòàâëÿÿ èõ âî âòîðîé è ïåðâûé ìíîãî÷ëåíû, ìû
íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ x1 è x0.
Áàçèñ Ãð�eáíåðà J èäåàëà I ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè
ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí t ∈ R èäåàëó I . Äëÿ ýòîãî t íàäî ðåäóöèðîâàòü ê
íîðìàëüíîé ôîðìå ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ J. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà
ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t ∈ I . Ïðèìåð: ðàññìîòðèì
ìíîãî÷ëåí t = f 2 + g + h3. Óáåäèìñÿ, ÷òî îí ïðèíàäëåæèò èäåàëó I :

sage: t = f^2 + g + h^3

sage: t.reduce(J)

0

À ìíîãî÷ëåí s = (f + 1)2 + g2 èäåàëó I íå ïðèíàäëåæèò:

sage: s = (f+1)^2 + g^2

sage: s.reduce(J)

0.999999999999847



Çàäà÷è, ðåøàåìûå ñ ïîìîùüþ áàçèñîâ Ãð�eáíåðà â

SageMath

Ïðîâåðêà ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàä C
Ñòðîèì áàçèñ Ãð�eáíåðà èäåàëà, ïîðîæäåííîãî ëåâûìè ÷àñòÿìè óðàâíåíèé.
Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áàçèñ Ãð�eáíåðà ñîñòîèò èç
îäíîé åäèíèöû.
Ïðèìåð. Ïðîâåðèì, ñîâìåñòíà ëè ñèñòåìà{

(x − 1)2 + (y − 1)2 − 1 = 0

((x − 1)2 + (y − 1)2 − 1)2 − 1 = 0

sage: R.<x, y> = PolynomialRing(CC, "x, y")

sage: f = (x - 1)^2 + (y - 1)^2 - 1

sage: g = ((x - 1)^2 + (y - 1)^2 - 1)^2 - 1

sage: ideal(f, g).groebner_basis()

[1.00000000000000]

Çíà÷èò, ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.



Ïðîâåðêà ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

íàä C
Ïóñòü ìû èìååì 2 ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé: f1 = 0

. . .
fk = 0

 g1 = 0

. . .
gs = 0

Ïóñòü I1 = ideal(f1, f2, . . . , fk), I2 = ideal(g1, g2, . . . , gs). Ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêèé ìíîãî÷ëåí gi , i = 1, . . . , s îáðàùàåòñÿ â 0
íà êîðíÿõ èäåàëà I1 è, îáðàòíî, âñÿêèé ìíîãî÷ëåí fj , j = 1, . . . , k îáðàùàåòñÿ
â 0 íà êîðíÿõ èäåàëà I2. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé:
äëÿ çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà g è èäåàëà I = ideal(f1, f2, . . . , fk) îïðåäåëèòü,
îáðàùàåòñÿ ëè g â 0 íà âñåõ êîðíÿõ èäåàëà I .
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ãèëüáåðòà î íóëÿõ âûòåêàåò, ÷òî ýòà çàäà÷à â
ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:
îïðåäåëèòü, ñîäåðæèò ëè åäèíèöó èäåàë â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ íàä C,
ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíàìè

f1, f2, . . . , fk , 1− yg .

Çäåñü y � äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðóþ ìû äîáàâèëè ê êîëüöó

ìíîãî÷ëåíîâ.



Ïðèìåð. Ïóñòü I � èäåàë, ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíàìè

f1 = (x0 + x1)(x0 − x1)− 1, f2 = x0 − 2x1.

Ïðîâåðèì, îáðàùàåòñÿ ëè â 0 íà êîðíÿõ èäåàëà I ñëåäóþùèé
ìíîãî÷ëåí:

g = (x20 − x21 )2 − 1.

sage: R.<x0, x1> = PolynomialRing(CC, "x0, x1")

sage: f1 = (x0 + x1)*(x0 - x1) - 1

sage: f2 = x0 - 2*x1

sage: g = (x0^2 - x1^2)^2 - 1

sage: R1.<x0, x1, y> = PolynomialRing(CC, "x0, x1, y")

sage: ideal(f1, f2, 1-y*g).groebner_basis()

[1.00000000000000]

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò �äà� (ìíîãî÷ëåí g ïðèíàäëåæèò ðàäèêàëó
èäåàëà I ).



Åñëè ìû õîòèì íàïèñàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ïðèíàäëåæèò ëè
ìíîãî÷ëåí g ðàäèêàëó èäåàëà I , ïîðîæäåííîìó ñïèñêîì ìíîãî÷ëåíîâ
s = [f1, f2, . . . , fk ], òî íàì íåîáõîäèìî äîáàâèòü íîâóþ ïåðåìåííóþ ê ñïèñêó
ïåðåìåííûõ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò ìíîãî÷ëåíû fi èç
ñïèñêà s. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ôðàãìåíòà ïðîãðàììû
íà sage:

def inRadical(s, g):

'''Îïðåäåëèòü, ñîäåðæèòñÿ ëè ìíîãî÷ëåí g â ðàäèêàëå

èäåàëà, ïîðîæäåííîãî ñïèñêîì ìíîãî÷ëåíîâ s'''

f = sum(s) # Ñóììà âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ èç ñïèñêà

R = f.parent() # Èñõîäíîå êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ

vars = [str(v) for v in R.gens()] # Ñïèñîê èìåí ïåðåìåííûõ

vars.append('y') # Äîáàâèì 'y' ê ñïèñêó èìåí ïåðåìåííûõ

R1 = PolynomialRing(CC, vars) # Êîëüöî ñ äîáàâëåííîé ïåðåì.

y = R1.gens()[-1] # Ìíîãî÷ëåí, ñîîòâ. y (ïîñëåäíåé ïåðåì.)

È òåïåðü ìîæíî ðåøèòü íàøó çàäà÷ó:

s1 = s + [1 - y*g] # Äîáàâèì ìíîãî÷ëåí 1 - y*g ê ñïèñêó s

J = ideal(s1).groebner_basis()

return J == [1.0]


